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La déduction naturelle automatique

Éric GILLET

Abstracf. Automatic demonstration privileges cfficacity and doesn't care about the struc
turai information of the proofs. First, 1 try to show the interest of the natural deduction for
the sturly of bath the reasoning and the signification, and theu 1 propose an algorithm for
the automatic natural deduction.

Résumé. La démonstration automatique privilégie l'efficacité et se préoccupe peu de
l'information structurelle des preuves. Après avoir tenté de montrer l'intérêt et l'importance
de la déduction naturelle tant pour l'étude du raisonnement que de la signification, je
propose un algorithme de déduction naturelle automatique.
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1. La démonstration automatique

La démonstration autonlatique, née il y a plus trente ans avec la
méthode de résolution de Robinson (Robinson: 1965), vise à établir
algorithmiquemeut l'existence d'une relation de déductibilité entre les
prénlisses et la conclusion d'un raisonnement. L'enjeu est évidemment de
taille puisqu'on peut faire exécuter cet algoritlulle par un ordinateur et
disposer ainsi d'un outil qui permette de construire automatiquement la
preuve qu'un raisonnement est correct.

En fait, la situation est moins idéale qu'il n'y paraît, puisqu'il y a
des raisons théoriques et pratiques qui viennent limiter la démonstration
automatique. D'abord, d'un point de vuc théorique, il faut noter que tout
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raisonnement est un rapport entre des propositions formulées dans un
langage et que ce langagc possède ou non la propriété de décidabilité, à
savoir qu'il existe pour ce langage, une procédure qui permet de décider
en un nombre fini d'étapes si un raisonnement est valide ou non. Le
langage du calclll des propositiolls est décidable, c'est-à-dire que pour tout
raisonnement que l'on peut formuler au moyen de propositions atomiques
non analysées (p 1 q, r, ...) reliées par des connecteurs vérifonctionnels
(non: -', et : 1\, ou : V, si ... alors: J, si et seulement si : == 1 ••• ), il est
possible en droit de dire si oui ou non il est valide; par contre lc langage du
premier ordre (ou calcul des prédicats) est, quant à lui, indécidable: dès
qu'un raisonnement dépend de propositions analysées en termes d'objets
et de relations, on ne peut plus garantir l'existence d'une procédure
qui se terminera 1, Ensuite, d'un point de vue pratique, l'existence d'une
procédure qui se termine en un nombre fini d'étapes ne signifie pas
que cette procédure soit réalisable dans un temps acceptable, aussi
l'effort principal accompli dans le cadre de la recherche en démonstration
automatique a-t-il consisté à développer des méthodes de preuve les plus
efficaces possible, puis à prouver l'équivalence des différentes méthodes.

Ces méthodes efficaces appartiennent aussi bien à l'approche séman
tique qu'à l'approche syntaxique. La première approche consiste à étudier
un raisonnement comme tInc relation de conséquence logique entre les
prémisses et la conclusion : quelle que soit l'interprétation des propo
sitions atomiques présentes dans le raisonnement, si les prémisses sont
vraies, la conclusion l'est égalclnent. Prouver la validité d'un raisonne
ment revient donc à passer en revue toutes les interprétations et à vérifier
que celles qui rendent les prémisses vraies vérifient également la conclu
sion. Une telle façon de procéder est évidemment assez coOteuse puisqu'il
y a 2" interprétations différentes des Il propositions atomiques d'un
raisonnement: le nombre de modèles à vérifier croît exponentiellement
avec le nombre de propositions atomiques. Il est donc plus intéressant
d'utiliser une méthode indirecte, à savoir, une méthode qui cherche à
construire un seul modèle, contre-exemple du raisonnement, qui rende les
prémisses vraies et la conclusion fausse. C'est alors l'impossibilité d'établir
un tel modèle qui permet de conclure que le raisonnement est valide.

1 Le calcul des prédicats est néanmoins semi·décidab/e, il existe une procédure qui permet
d'établir cn un nombre fini d'étapes ia validité de raisonnements valides; par ailleurs, cette
procédure peut ne pas se terminer pour certains raisonnements non valides.
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C'est avec ces méthodes indirectes qne l'approche sémantique offre les
meilleurs résultats, qu'il s'agisse d'une des déclinaisons de la méthode des
connexions ou des tableaux sémantiques.

La seconde approche, dite syntaxique ou axiomatique, reposc sur
l'utilisation de règles déductives qui permettent d'établir une preuve du
raisonnement en construisant la snite des étapcs passant progressivement
des prémisses et des éventuels axiomes à la conclusion. Le plus souvent
cette approche est assez difficile à mettre en œuvre puisque, à chaque
étapc dc l'établisscmcnt d'une prcuve, il faut choisir les formules et
la règle que l'on va utiliser sans avoir la garantie que l'étape réaliséc
rapproche effectivement de la conclusion. Par contre, unc fois la preuve
construite, elle constitue un argument très persuasif en faveur de la
correction du raisonnement puisqu'elle 1110ntre comment on peut passer
des prémisses à la conclusion en faisant exclusivement usage de règles
admises.

Historiquement, une approche syntaxiquc, la méthode dc la résolu
tion, a joué un rôle déterminant dans le développement de la démonstra
tion automatique. Il s'agit également d'une méthode indirecte puisqu'il
s'agit de montrer que si on adjoint la négation dc la conclusion aux pré
misses, on obtient un ensemble de propositions dont on peut dériver une
contradiction. La difficulté du choix des règles est contournée en n'utili
sant qu'une seule règle et en réécrivant tontes les formules au moyen des
seules négation ï et disjonction V. Bien entendu, une preuve réalisée par
cette méthode efficace véhicule moins l'évidence qn'une preuve faisant
droit à la spécificité de chaque comlCcteur.

2. La déduction naturelle

La déduction naturelle a été développée par Gentzen en 1934
(Gentzen : 1934, 1935), c'est une approche syntaxique dont le principal
intérêt réside dans le fait qu'il n'y a pas d'axiOlne et que la puissance
déductive est entièrement issue d'un jeu de règles associées à l'introduc
tion et à l'élimination des connecteurs dans le cours d'une preuve. Ainsi,
la contribution de chaque mot logique est isolée et les prcuves obtenues
en rendent parfaitement compte. Cette méthode est dite naturelle par la
volonté affichée par Gentzen de n'introduire que des règles déductives qui
ont une contrepartie évidentc dans le raisonnement en langue naturelle.
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Il existe plusieurs façons de représenter une preuve en déduction
naturelle, et je privilégie ici une représentation graphique qui illustre assez
bien les liens entre les diverses parties d'une déduction.

Une déduction naturelle est un enchaînement de règles qui prennent
en entrée les prémisses du raisonnement et qui fournissent en conclusion
une nouvelle formule qui dépend des prémisses, et qui à son tour peut
être utilisée en entrée d'une règle. Les règles se subdivisent en règles
d'introduction et d'élimination comme on peut le voir dans le tableau
suivant.

Règles d'introduction Règles d'élimination

A B AIIB AIIB
--III --EII --EII
AIIB A B

[lI

A AJB
B EJ

AJB J

A B UUEV
--IV --IV

AVBAVB AVB C

r;:.Cr. "A--E,
A

,A

AJB BJA A",B A",B
l '" --E", --E",

A",B AJB BJA

À ceS règles s'ajoute la règle de réflexivité qui permet de répéter une
formule soit présente parmi les prémisses soit déjà démontrée:

Les trois règles 1::> , E V et l, supposent une déduction auxiliaire repré
sentée par un encadrement partant d'une prémisse auxiliaire désignée par
une flèche et se terminant à une conclusion dépendant de la prémisse auxi
liaire. La règle de réflexivité ne peut répéter en dehors d'une déduction
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auxiliaire une formule y apparaissant, puisqu'une telle formule dépend de
l'assertion de la prémisse auxiliaire et n'est donc pas assurée en dehors de
la déduction auxiliaire.

La règle de réflexivité semble assez anodine, elle permet seulement
de réutiliser dans un raisOlUlement un résultat antérieur, et pourtant,
le fait même d'en autoriser l'utilisation est caractéristique d'un type de
raisOlUlement où prémisses et résultats intermédiaires sont lus de façon
absolue, indépendanUllent du contexte que constitue l'ordre d'enchaÎne
ment dans la déduction. C'est le cas de la logique dite classique, mais cela
n'est plus vrai si l'on envisage un raisonnement non monotone où une
information nouvelle vient modifier la lecture de tout ce qui précède. Pour
ce qui nous concerne ici, nous nous limiterons à la logique classique.

Le caractère lIatlirei des règles s'aperçoit aisément. Toutes les règles
relient une opération effectuée dans le métalangage et un COlUlecteur du
langage objet, et c'est précisément ce lien qui définit le sens du COimecteur.
Cette liaison est particulièrement apparente quand la règle repose sur
une déduction auxiliaire, mais cela est déjà vrai dans les cas plus simples.
Ainsi dans la règle 1A, c'est parce que l'on dispose d'une déduction
des propositions A et B que l'on peut conclure à une déduction de la
conjonction A AB.
1A Pour pouvoir déduire la proposition A A B il faut préalablemcnt

avoir déduit (ou introduit comme prémisse) les deux propositions A
et B.

E A Il est toujours possible de simplifier une conjonction pour n'en
retenir qu'un des éléments.

I::J Pour déduire une proposition conditionnelle A ::J B à partir
d'un certain nombre de prémisses, il suffit d'ajouter une prémisse
auxiliaire A et de montrer que l'on peut en dériver la conclusion
auxiliaiTe B. On a donc montré que si on avait A on pouvait
déduire B ,et de cette démarche on conclut à la proposition A ::J B.

E::J Il s'agit ici de la règle de détachement bien connue: si vous avez
une déduction d'une proposition conditiOlUlelle et que par ailleurs
vous savez que la condition est remplie, vous pouvez conclure que la
conséquence l'est également.

1V Cette règle d'addition est une règle qui affaiblit une proposition
connue: si vous connaissez A l a fortiori pouvez-vous conclure que
la disjonction A VB est vraie.

E V De deux choses l'une: soit vous pouvez déduire C de A, soit vous
pouvez le déduire de B; et donc puisque vous avez la disjonction
A V B , vous pouvez déduire C.
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1~ Il s'agit du modèle de la démonstration par l'absurde : si une
contradiction suit d'une prémisse que vous avez posée, vous pouvez
déduire que cette prémisse ne tient pas et conclure à sa négation.

E ~ Cette règle caractérise la logique classique : à partir dc la double
négation d'une formule, il est possible de déduire la formule initiale.

1,= Le biconditionnel se construit à partir des deux conditionnels
converses l'un de l'autre.

E,= À partir d'un biconditionnel, il est toujours possible de déduire un
des deux conditiOlUlels qui le constituent.

Une preuve réalisée en déduction naturelle a l'avantage de pouvoir
être convertie en un argument en langue naturelle. Prenons l'exemple du
raisonnement partant de trois prémisses que voici :

- Soit l'arôme de café embaume l'immeuble, soit la porte n'cst pas ouverte.

- Quand l'arôme de café embaume l'immeuble, le facteur n'cst pas pressé.

- Quand le facteur est pressé, il laisse la porte ouverte.

pour aboutir à la conclusion suivante:

- Le facteur n'est pas pressé.

Transcrit en langage formel, cela donne
pV~q

p J ~s

sJq
Donc

~S

Une preuve en déduction naturelle de ce raisonnement peut se
construire et se représenter comme suit.

pV~q

P J ~s

SJq

En langage naturel on peut alors le retranscrire comme suit:
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Soit l'arôme de café embaume l'immeuble, soit la porte n'est pas ouverte.
Quand l'arôme de café embaume l'immeuble, le facteur n'est pas pressé.
Quand le facteur est pressé, il laisse la porte ouverte.

De deux choses l'une:
soit, premièrement, l'arôme de café embaume l'immeuble:
dans ce cas, comme on sait que quand l'arôme de café embaume
l'immeuble, le facteur n'est pas pressé, on peut conclure que le facteur
n'cst pas pressé;
soit, deuxiènlement, la porte n'est pas ouverte:
supposons que le facteur est pressé:
COIlline on sait que quand il est pressé, il laisse la porte ouverte, on
devrait en conclure que la porte est ouverte, or, dans ce deuxiènle
cas, la porte n'est pas ouverte, ce qui établit que notre supposition est
absurde et donc, on peut conclure de ce deuxième cas que le facteur
n'est pas pressé;

comme on sait que l'un au moins de ces cas est réalisé, on peut conclure
que facteur n'est pas pressé.

L'avantage de la méthode de la déduction naturelle est de fournir
la preuve d'un raisonnement dans un format qui est compatible avec le
raisonnement en langue naturelle. À elle seule, celle propriété justifie déjà
l'intérêt de disposer d'une méthode de preuve automatique, mais camIlle
nous allons le voir, d'autres éléments pernlettent d'enrichir les critères
d'évaluation de la méthode.

3. Déduction, évidence et signification

Le but premier d'une méthode de preuve est de pouvoir vérifier
qu'un ensernble de prénlisses entraîne bien une conclusion, et de ce point
de vue, le choix de la méthode est secondaire, pourvu qu'elle dOlllle le
résultat escompté.

Autre chose est de comparer les méthodes de preuve du point de
vue de l'évidence ou du degré de persuasion accordé aux différentes
preuves. La déduction naturelle vise à rencontrer cet aspect tout en
restant une méthode formelle 2 : chaque étape peut être justifiée dans

2 Une preuve formelle est complètement explicite, ce qui s'oppose à la conception
intuitive d'une preuve convaincante car le développement intégral de certaines étapes
évidentes nuit à la lisibilité et viole les principes conversationnels de la pertinence.
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la langue naturelle, l'enchaînement des étapes reproduit les transitions
du raisonnement en langue naturelle, et enfin, l'économie générale des
preuves (successions d'analyses et de synthèses) explicite une démarche
naturelle. La déduction naturelle ajoute donc, à la propriété commune
à toute règle d'inférence de véhiculer la vérité des prémisses à la
conclusion, une propriété analogue qui transmet l'évidence des prémisses
à la conclusion.

Mais il existe une troisième manière de comparer lcs méthodes de
preuve qui s'appuie sur une conception élargie de la signification. Si
on réduit la signification d'un énoncé à ses conditions de vérité ou à
l'ensemble dc ses conséquences, rien ne distingue un théorème ou une
vérité de logique des autres théorèmes. Et pourtant, il apparaît que chaque
théorème jouit d'une signification épistémiqne particulière, rendue visible
tant par sa valeur de connaissance (Gillet: 1997) que par son rôle dans
l'économie générale de la théorie. Une façon de rendre compte de cet
aspect de la signification est de considérer que la preuve d'un théorème
exhibe une certaine structure formelle unique, différente de celle de tous
les autres théorèlnes, et que cette structure n'est en rien arbitraire, mais
au contraire, reflète la relation déductive qu'entretient le théorème avec
l'ensemble du système.

De ce point de vue, la déduction naturelle est particulièrement
intércssante puisque toutes les preuves sont construites à partir d'un
ensemble riche de règles qui sont à la fois indépendantes les unes des
autres et qui, de plus, définissent isolément le rôle de chaque C011llecteur
logique.

Pour illustrer l'apport de la preuve dans la signification d'un théo
rème, comparons les deux théorèmes suivants. Le premier théorème,
p :::> p, principe de l'idempotence, est un théorème présent dans tous les
systèmes: il affirme simplement que si une certaine proposition est réali
sée, alors elle l'es!. Le second théorème, p V 'p, appelé principe du tiers
exclus, est lui récusé par certains, et en particulier par les intuitionnistes
qui n'acceptent pas qu'on puisse dire a priori que toute proposition est
soit vraie, soit fausse. Dans un système déductif qui ne différencie pas les
différents comlecteurs et qui introduit la proposition p V q comme une
abréviation de 'p :::> q, il est clair que les preuves des deux principes se
ront identiques, à ceci près que la seconde preuve fera appel à la définition
abréviative de la disjonction (qui, bien entendu, n'est pas acceptée par les
intuitionnistes). Par contre les preuves des mêmes principes en déduetion
naturelle sont fortement contrastées, comme on peut le voir ci-dessous.
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P
---=--IV
pV'p

'p
--IV
pV'p

Idempotence Tiers exclu

---R
.(p V .p)

-------11\
(p V .p) I\.(p V .p)

IL-----'----'-1.

---R
.(p V .p)

---------- 11\
(p V .p) I\.(p V .p)

L- '--_'--_---"-'-j.

..(pV.p)
-----E.

pV'p

La simple observation de ces deux preuves permet de comprendre
pourquoi le premier principe est plus universellement admis que le se
cond. Le second, quant à lui, dépend de l'imbrication de deux preuves par
l'absurde (admises par les intuitionnistes) suivie d'une règle d'élimination
de la double négation (pour les intuitiOllllistes, la négation de la fausseté
ne suffit pas à établir la vérité).

Si aux critères d'efficacité mis en avant par la démonstration auto
matique, on ajoute les critères d'évidence et de signification, on justifie
aisément l'intérêt qu'i! y a à développer des méthodes de déduction natu
relle automatique dont le but n'est pas seulement de dire si oui ou non il
y a un lien déductif entre les prémisses et la conclusion mais également à
expliciter ce lien3•

3 nexiste un algorithme de déduction automatique dO à Bolotov, Bocharov et Gorchakov
(1996) qui utilise une version de la déduction naturelle sensiblement différente de celle
présentée ici: les règles d'élimination de la disjonction et d'introduction de la négation sont
traitées en restant au niveau de la phrase, sans faire appel à des déductions auxiliaires, cc
qui rend le système moins pertinent pour ce qui nous occupe ici.
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4. La lIlultiplicité des déductious
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Une première difficulté de la déduction naturelle est qu'il existe
une infinité de déductions équivalentes. Il s'agit donc de privilégier une
direction de recherche qui donne la meilleure déduction possible. Il
faut distinguer parmi la multiplicité des preuves possibles trois types
différents: d'abord il existe des preuves qui font des détollrs inutiles. Ainsi
la déduction ci-dessous est une nouvelle preuve de l'idempotence.

P

~-R
PI:>

l' :> l'
-R --R
l' P:>P E :>

PI:>
P :> P

Il est tout à fait possible d'éliminer ce type de déduction: il suffit
de remarquer que les détours correspondent toujours à l'utilisation d'une
même proposition à la fois comme conclusion d'une règle d'introduction
puis comme prémisse d'une règle d'élimination. On qualifie une preuve
qui ne contient pas de tels détours de normale; un algorithme évite très
simplement la non-normalité en gardant une hiérarchie des objectifs à
construire.

Une deuxième raison conduisant à la multiplication des preuves est
qu'il est possible de construire une même étape intermédiaire à plusieurs
endroits différents comme l'atteste cet exemple.

r
(rVs):>q

P
-R
_r-- 1V R
r Vs (r Vs) :> q E:>

q 1:>
p:>q

r
(rVs):>q
-Rr
rvs IV (rVs):>q ~

q :>
-1'
I~R
~I:>

P :> q

La version de gauche construit la proposition q à l'intérieur de
la déduction auxiliaire, alors que celle de droite le fait d'emblée. Il est
clairement préférable de privilégier la seconde version, et donc de déduire
ce qui peut l'être au plus haut niveau de la hiérarchie des emboîtements
de déductions, sans quoi, on sera amené à devoir reconstruire plusieurs
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fois une déduction construite indOment à un niveau inférieur d'où elle ne
peut être exportée.

La troisième variété de déductions multiples a trait à la sur
information contenue dans les prémisses qui peuvent dès lors être exploi
tées diversement pour construire la conclusion.

p
p~q

p ~'p

-R --R
P P~qE~

q

Ces déductions sont équivalentes et rien ne permet de choisir une
version plutôt qu'une autre. Ici, ce seront les particularités de l'algorithme
qui privilégieront tclle ou telle déduction selon que l'espace de recherche
aura été exploré en parcourant telle voie d'abord. L'important n'est
pas tant d'explorer telle voie avant telle autre, mais dc garantir que
l'algorithme est général et qu'il explorera le cas échéant toutes les voies.

5. Ualgorithme de la déductiollllaturelle

Puisqu'une déduction naturelle est un enchâssement hiérarchique
de déductions, l'algorithme proposé utilisera une approche récursive qui
s'appliquera de façon identique à chaque niveau. Le problème se ramène
à construire le lien déductif entre les lignes actives, issues des prémisses, et
la conclusion recherchée, en le décomposant en déductions intermédiaires
qui, éventuellement, se décomposeront à leur tour. Ce qui nous fera sortir
de cette récursion sera le cas simple où la conclusion recherchée fait déjà
partie des prémisses considérées et où la règle de réflexivité s'applique.

Cette procédure s'appuie sur une pile de buts intermédiaires dont le
premier est la conclusion de la déduction et sur une liste de lignes actives
initialisée par les prémisses de la déduction.

La seule difficulté consiste à choisir sur quelle proposition, ligne
active ou but intermédiaire, travailler pour atteindre le résultat escompté.
C'est ce choix qui constitue le cœur de l'algorithme présenté ci-dessous.
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5.1. Fonctionnement général
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nouvelle conclusion

---, ---, conclusiOfl

oui -1 Réflexivité J--.8

OUI-8
"'"

La prenllere étape consiste à vérifier si le but recherché n'est pas
déjà présent parmi les lignes actives de la déduction. Si c'est le
cas, l'algorithme introduit parmi les lignes actives le but recherché,
étiqueté par la règle de réflexivité, et la phase se termine sur une
réussite.
Sinon la deuxième étape consiste à opérer la réduction des lignes
actives : c'est une phase analytique qui essaye d'utiliser les règles
d'élimination. Cette phase, décrite plus bas, peut se terminer sur une
réussite (le but recherché est un constitnant d'une ligne éliminée) et
dans ce cas l'algoritluue se termine.
La troisième étape introduit une hiérarchie dans l'ordre de traitement
des propositions non encore utilisées: il faut d'abord traiter la conclu
sion si c'est une conjonction, une conditionnelle on une bicondition
neIle ; ensuite, si une ligne active est une disjonction, il faut privilégier
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son éllinination; enfin) on traite la conclusion si c'est une négation ou
une disjonction. Chacune de ces possibilités dOlme lieu à un traitement
subordonné qui peut se terminer par un échec ou une réussite et ce
résultat devient le résultat du processus courant.
La dernière étape consiste à introduire la double négation du but
connue nouveau but intermédiaire. Un premier test est effectué pour
vérifier qu'il n'y a pas de bouclage: on vérifie que ce nouveau but n'est
pas déjà dans la pile des buts; si c'est le cas et si, depuis l'introduction
de ce but, il n'y a pas de nouvelle ligne active différente dc celles
présentes alors, on est dans un processus circulaire et on arrête sur un
constat d'échec qui se propage au processns courant.
S'il n'y a pas bouclage, on lance un nouveau processus qui hérite des
mêmes lignes actives et vise à construire la double négation. Si le
résultat est un échec, il se propage au but courant, sinon on introduit le
but courant, étiqueté par la règle d'élimination de la négation, parmi
les lignes actives, et on termine le processus sur une réussite.

5.2, Réductiou des lignes

La réduction des lignes actives consiste à analyser les lignes actives
et à en extraire le maximum d'information. Elle est constituée de deux
phases assez différentes: la première concernc les lignes actives qui sont
des conjonctions, des biconditionnelles, des doubles négations, ou des
conditionnelles dont l'antécédent fait partie des lignes actives; la seconde
concerne l'élimination des autres conditionnelles.

Les différentes étapes s'articulent selon le diagrannue présenté ci·
dessous.

Tant qu'il y a une conjonction ou unc biconditionnelle parmi les
lignes actives, elle est inactivée et on ajoute les deux lignes issues de
l'application des deux règles d'élimination du connecteur considéré;
tant qu'il y a une double négation, elle est inactivée et on ajoute la
proposition issue de l'élimination de la double négation; tant qu'il y
a une conditionnelle et une proposition identique à son antécédent,
la conditionnelle est inactivée et on ajoute la conclusion de la règle
d'élimination du si.
Si le but recherché est présent parmi les lignes actives de la déduction,
on introduit parmi les lignes actives le but recherché, étiqueté par la
règle de réflexivité, et la réduction se termine sur une réussite.
L'élimination des conditionnelles dont l'antécédent n'est pas une
ligne active ne peut se faire que par la construction préalablc de
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élimination lignas de la forme
A, ;; et-,--,

oui

Il resle une ligne
da la forma::::>

el fe drapeau ANT
n'esl pas lavé?

0"'
lever le drapeau ANT

prouver son antécédent

baIsser fa drapeau ANT

non

non

l'antécédent. A priori rien ne nous garantit que cette construction
nous rapprochera du but final, elle risque de boucler sur elle-même;
de plus, s'i! y a plusieurs conditionnelles dans le même cas, on risque
d'être amené à essayer de construire un antécédent à l'intérieur de
la construction d'un autre antécédent sans que cet emboîtelllent soit
logiquement justifié.
Pour éviter ces deux difficultés, d'une part, on effectue un test de bou
clage sur le nouveau but poursuivi et on accepte que la construction
puisse échouer sans que cela ait de répercussion sur le processus cou
rant, et d'autre part, on utilise un drapeau «ANT» qui indique qu'on
est dans une phase de construction d'antécédent et permet d'éviter
de se lancer dans une autre procédure de même type avant que la
présence d'information nouvelle ne nous y invite.
Il ne faudrait pas conclure de ce qui précède que des constructions
d'antécédent ne peuvent pas être emboîtées. L'exemple suivant illustre
le fait que la construction de l'antécédent pA q n'est réalisable que si
la construction de l'antécédent p :) r est déjà en cours, sans quoi la
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proposition p qui y est introduite comme prémisse auxiliairc, ne serait
pas disponible.

P J r IJ

(pllq)Jr
(pJr)Js

q
p

-R -R
P q III R
pllq (pllq)Jr EJ

r
(PJr)JS~J

S
L------------=:-:-I J

q J S

InterdÎJe l'enchâssement de constructions d'antécédent est excessif, il
faut l'autoriser si une nouvelle information apparaît, ce qui est le cas
dès qu'une prémisse auxiliaÎJe est introduite.
La solution réside dans l'utilisation éclairée du drapeau «ANT» :
quand un processus parent lance un processus enfant, il lui transmet
l'état du drapeau; quand un processus introduit une prémisse auxi
liaire il baisse le drapeau.
Après avoir levé le drapeau «ANT », on lance la procédme de
construction de l'antécédent proprement dite: on introduit l'antécé
dent sur la pile des buts intermédiaires, on vérifie qu'il n'y a pas de
boucle (comme dans le cas de l'introduction de la double négation),
puis, on lance le processus de construction proprement dit.
Ensuite, on baisse le drapeau «ANT», et si la construction a échoué
on quitte la réduction, sinon on la poursuit en tenant compte de
l'antécédent construit que l'on place dans la liste des lignes actives.

5.3. Introduction d'une conjonction

Il s'agit à partir des mêmes lignes actives de lancer deux processus,
l'un prenant comme but intennédiaÎJe le premier constituant de la
conjonction et l'autre le second. Si un de ces processus échoue, le
processus courant échoue également. Si tous les deux réussissent, on
réactive les lignes initialement actives, on ajoute, à l'état inactif, les
lignes introduites par les deux processus ainsi que la ligne constituée
par la conjonction recherchée étiquetée par la règle d'introduction de la
conjonction, et le processus courant se tennine sur une réussite.
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5.4. Intl'Odnction d'nne conditionnelle

Éric GILLET

On ajoute à la liste des lignes actives l'antécédent de la conditionnelle
à titre de prémisse auxiliaire, puis on lance un processus visant à construire
le conséquent de la conditionnelle. Si le processus échoue, le processus
courant échoue également. Sinon on réactive les lignes initialement
actives, on désactive les lignes introduites à partir de la prémisse auxiliaire
ct on ajoute la ligne constituée par le but visé étiquetée par la règle
d'introduction de la conditionnelle; le processus courant se termine sur
une réussite.

5.5. Intl'Oductiou d'uue biconditiOlUlelle

Il s'agit d'une procédure similaire à l'introduction de la conjonction
à ceci près que les deux buts intermédiaires sont ici des conditionnelles
et que la règle d'introduction étiquetant la dernière ligne est la règle
d'introduction de la biconditionnelle.

5.6. Élimination d'une disjonction

Bien qu'il ne s'agisse pas ici d'une règle analytique respectant la
propriété de la sous-formule, à savoir que sa conclusion n'est pas contenue
dans ses prémisses et donc qu'elle pourrait être quelconque et ouvrir
un espace de recherche potentiellement infini, cela ne pose pas de
problème dans le cadre de notre algorithme puisque l'élimination d'une
ligne contenant une disjonction se fait toujours dans la perspective de
la construction d'un but donné, et c'est bien entendu ce but qui sert de
conclusion à la règle d'élimination.

Comme le laisse deviner la formulation de la règle d'élimination
de la disjonction, la procédure est une combinaison des procédures
d'introduction de la conjonction et de la conditionnelle. On va opérer
deux processus poursuivant le même but que le processus courant et
prenant COlnme prémisse auxiliaire, l'un le prenüer constituant de la
disjonction et l'autre le second. Si un de ces processus échoue, le processus
courant échoue également. Si tous les deux réussissent, on réactive les
lignes initialement actives, on ajoute, à rétat inactif, les lignes introduites
par les deux processus à partir de leur prémisse auxiliaire ainsi que la ligne
constituée par le but recherché étiquetée par la règle d'élimination de la
disjonction, et le processus courant se termine sur une réussite.
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L'introduction de la négation est la partie difficile de la déduction
naturelle. En effet, ici, on a réellement à construire une conclusion
intermédiaire dont on ne sait rien sinon que c'est une contradiction. Mais
il y a une infinité de contradictions et il est impératif de limiter l'espace de
recherche sans être arbitraire sans quoi il n'y aura jamais, le cas échéant,
de constat d'échec et l'algorithme ne se terminera pas, alors qu'on sait que
le calcul des propositions est décidable. À la différence du cas précédent,
la difficulté liée à l'absence de la propriété de la sous-formule ne peut
pas être esquivée en sélectionnant une seule conclusion intermédiaire.
Aussi est-on amené à définir un nombre fini de possibilités et à les
essayer successivement jusqu'à un constat de réussite ou d'échec. Ces
essais successifs introduisent la notion de retour ell arrière et la nécessité
de mémoriser la liste des contradictions possibles.

Afin d'exploiter au maximum les informations disponibles au mo
ment oill'on fixe la liste des contradictions possibles, on repousse ce choix,
que l'on ne fait qu'après avoir introduit la prénlÎsse auxiliaire et l'avoir
utilisée dans une phase de réduction des lignes.

teslde
bouclage

conlladiclion
?

OUl-13

OU1~
il reste une
possibilité

?
oui

"CO
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Le diagramme ci-dessus explicite la procédure.
Après avoir introduit parmi les lignes actives une nouvelle prémisse
auxiliaire constituée par le constituant nié du but courant, on fait
un premier test: il s'agit de vérifier que l'on n'est pas en train de
boucler dans un emboîtement indéfini de recherche de contradictions,
ou moins grave, que l'on n'est pas en train de faiTe le détour
consistant à construire une contradiction non-pertinente dépendant
d'une contradiction qui aurait dO être sélectionnée prioritairement.
L'exemple de gauche illustre le détour issu du choix inadéquat d'une
contradiction corrigé dans la version de droite.

P
l'

'p
~q

~
.

-R -Rp ,p
III

-R pll'PI,
l' .r

l' Il '1' III
'----'--'- l,

'q

P
l'
,p

la RP ,p III
pli ,p

l,
'q

Ce test de bouclage est similaire à celui rencontré plus haut: on vérifie
qu'il n'y a pas déjà une contradiction dans la pile des buts. Si c'est le
cas et si depuis l'introduction de ce but, il n'y a pas de nouvelle ligne
active différente de celles présentes alors, on est dans un processus
circulaiTc et on arrête sur un constat d'échec.

On procède ensuite à une réduction des lignes, en suivant la procédure
décrite plus haut.
La construction de la liste des contradictions à essayer revient à
faire la liste des propositions qui apparaissent soit positivement, soit
négativement dans les contradictions: cette liste de propositions est
calquée sur la liste des lignes actives. Un tel choix garantit qu'au 1110ins
toutes les contradictions pertinentes seront essayées, puisque toutes
les phrases qui jouent un rôle dans l'état courant de la déduction sont
sélectionnées. Et d'autre part, ce choix nous garantit qu'une des deux
parties de la construction de la contradiction (qui est une conjonction)
sera obtenue par réflexivité.

Dans l'exemple précédent, cette liste de propositions est la suivante:
p, l', ,p, q. Il est impossible de réduire cette liste au moyen de
considérations purement internes à la déduction naturelle) mais par
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contre il est possible de la trier de manière à essayer les possibilités les
plus prometteuses d'abord.
Le tri de la liste des possibilités consiste simplement privilégier une
proposition dont la négation est déjà dans la liste, et ensuite à privilé
gier les propositions négatives. Le premier critère est évident, puisqu'il
conduit à construire des contradictions dont les deux constituants sont
déjà présents. Le second critère est moins efficace, il repose sur le fait
que la liste des possibilités ne contient que des lignes activcs, et donc
des lignes déjà réduites: elle ne peut donc contenir qne des proposi
tions conditionnelles, des propositions négatives ou dcs propositions
atomiques. Le seule raison pour privilégier les propositions négatives,
qui sont les seules propositions moléculaires irréductibles, est qu'en
procédant ainsi, dans une étape ultérieure, on sera amené à construire
leur constituant non nié, et donc à exploiter la structure qu'il recèle.
S'il ne reste pas de possibilité inexplorée, le processus se termine sur
un échec.
Sillon, on choisit la première possibilité inexplorée, on construit, à
partir d'elle, la contradiction qui sert de but intermédiaire et on lance
le processus de construction du nouveau but.
Si le processus réussit, on réactive les lignes initialement actives, on
désactive les lignes introduites à partir de la prémisse auxiliaire et on
ajoute la ligne constituée par la contradiction étiquetée par la règle
d'introduction de la négation; le processus courant se termine sur une
réussite.
Si le processus échoue, on rcmet les lignes actives dans l'état qui
précédait le processus de construction de la contradiction, on la
supprime de la liste des possibilités, et on retourne à l'étape qui teste
la liste.

5.8. Introdnction d'une disjonction

L'introduction d'une disjonction est une opération qui peut se réaliser
de trois manières différentes : la première consiste à construire le
premier constituant, puis à introduire le second par la première règle
d'introduction de la disjonction, la seconde fait de même avec le second
constituant, et la troisième est une méthode indirecte. Cette dernière,
illustrée par la preuve du tiers-exclus, s'impose quand on ne peut pas
savoir a priori lequel des deux constituants est vrai; il s'agit alors de les
traiter solidairement dans une preuve par l'absurde.
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Notre algorithme implémente celle dernière voie en testant, après
l'exploration des deux premières voies, qui constitue la procédure d'in
troduction de la disjonction proprement dite, la réussite ou l'échec du
processus. En cas d'échec, celui-ci ne se propage pas au processus courant,
mais la troisième voie est testée dans la dernière phase de l'algorithme.

L'introduction d'une disjonction proprement dite consiste à intro
duire comme but intermédiaire le premier constituant de la disjonction et
à lancer le processus de construction. Si le processus échoue, on revient
à l'état antérieur des lignes actives, et on relance le processus avec le
deuxième constituant. Si celui-ci échoue également, on revient à l'état
antérieur des lignes actives et on continue le processus pour le but courant.

Si un des deux processus réussit, on réactive les lignes initialement
actives, on désactive les lignes introduites par le processus ainsi que
la ligne constituée par la disjonction recherchée étiquetée par la règle
d'introduction de la disjonction, et le processus courant se termine sur une
réussite.

Ceci conclut la présentation de l'algorithme de déduction naturelle.

6. Conclusions

Disposer d'un algorithme automatique de déduction naturelle est,
bien évidemment, une chose intéressante. Le principal intérêt d'un tel
outil est la construction aisée de n'importe quelle déduction, ce qui est
sa raison d'être et sa destination prenüère. Mais au~delà de cet aspect, il
convient de remarquer que si la déduction naturelle est particulièrement
importante par son apport à la théorie de la signification, Ol! elle
permet une lucilleure compréhension des différents connecteurs logiques,
un apport du même ordre est réalisé par l'existence d'un algorithme
de déduction naturelle. En effet, à une élucidation des connecteurs
par les règles de déduction naturelle, vient s'ajouter une plus grande
mise en lumière de l'interaction dynamique des différentes règles, que
l'algorithme spécifie en fixant à la fois les priorités hiérarchiques dans
l'ordre d'utilisation des règles et les étapes nécessitant des retours en
arrière. L'algorithme nous donne une connaissance plus profonde des
déductions, qui repose non seulement sur les preuves écrites telles qu'elles
apparaissent statiquclllcnt a posteriori mais également sur la dynmnique
de recherche qui a présidé à leur élaboration.
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Une ntilisation particulièrement intéressante de cet algorithme est
l'enseignement des méthodes de preuve où la cOllilaissance des règles
est insuffisante et où l'expertise basée sur l'expérience et sur le fla;r se
transmet difficilement. L'algorithme peut servir tant implicitement pour
structurer l'enseignement de l'interaction des règles qu'explicitement
comme méthode à suivre pour découvrir infailliblement les déductions.
Pers0l111ellement, il me semble préférable de ne pas proposer immédiate
ment l'algorithme comme méthode à suivre, car l'intérêt de la déduction
naturelle réside plus dans la compréhension des mécanismes de la signi
fication et du raisollilement que dans la réalisation d'une performance
teclmique.

Enfin, de la conception d'un algorithme à son implémentation infor
matique, il n'y a qu'un pas. Je tiens à la disposition de toute personne
intéressée une version de l'algorithme que j'ai réalisée pour l'environne
ment Opellstep.
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