La déduction naturelle automatique

Eric GILLET

Abstract,  Automatic demonstration privileges efficacity and doesn't care about the struc-
tural information of the proofs, First, I try to show the interest of the natural deduction for
the study of both the reasoning and the signification, and then I propose an algorithm for
the automatic natural deduction.

Réswmé, La démonstration auntomatique privilégie Pefficacité et se préoccupe peu de
'information structurelle des preuves. Aprés avoir tenté de montrer I'intérét et 'importance
de fa déduction naturelle tant pour I'"étude du raisonnement que de la signification, je
propose un algorithme de déduction naturelle automatique.

Keywords: Natural deduction, automatic de- Mois-clés : Déduction naturelle, déduction
duction, algorithin, signification. automatigue, algorithme, signification.

1. La démonstration automatique

La démonstration automatique, née il y a plus trente ans avec la
méthode de résolution de Robinson (Robinson : 1965), vise A établir
algorithmiquement I’existence d'une relation de déductibilité entre les
prémisses et la conclusion d’un raisonnement. I’enjeu est évidemment de
taille puisqu’on peut faire exécuter cet algorithme par un ordinateur et
disposer ainsi d’un outil qui permette de construire automatiquement la
preuve qu’un raisonnement est correct,

En fait, la situation est moins idéale qu’il n’y parait, puisqu’il y a
des raisons théoriques et pratiques qui viennent limiter la démonstration
automatique. D’abord, d’un point de vue théorigue, il faut noter que tout
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raisonnement est un rapport entre des propositions formulées dans un
langage et que ce langage posséde ou non la propriété de décidabilité, a
savoir qu’il existe pour ce langage, une procédure qui permet de décider
en un nombre fini d’étapes si un raisonnement est valide ou non. Le
langage du calcul des propositions est décidable, c’est-a-dire que pour tout
raisonnement que ’on peut formuler au moyen de propositions atomiques
non analysées (p,q,r,...) reliées par des connecteurs vérifonctionnels
(non: —,et: A,ou: V,si.. alors: D, si et seulement si: =, ...), il est
possible en droit de dire si oui ou iton il est valide ; par contre le langage du
premier ordre (ou calcul des prédicats) est, quant & lui, indécidable : dés
qu’un raisonnement dépend de propositions analysées en termes d’objets
et de relations, on ne peut plus garantir I’existence d’une procédure
qui se termineral. Ensuite, d'un point de vue pratique, I'existence d’une
procédure qui se termine en un nombre fini d’étapes ne signific pas
que celte procédure soit réalisable dans un temps acceptable, aussi
’effort principat accompli dans le cadre de ia recherche en démonstration
automatique a-t-il consisté a développer des méthodes de preuve les plus
efficaces possible, puis & prouver ’équivalence des diftérentes méthodes.

Ces méthodes efficaces appartiennent aussi bien a I'approche séman-
tique qu’a approche syntaxique. La premigre approche consiste 2 étudier
un raisonnement comme une relation de conséquence logique entre les
prémisses et la conclusion : quelle que soit {interprétation des propo-
sitions atomiques présentes dans le raisonnement, si les prémisses sont
vraies, la conclusion est également. Prouver la validité d’un raisonne-
ment revient donc & passer en revue toutes les interprétations et a vérifier
que celles qui rendent les prémisses vraies vérifient également la conclu-
sion, Une telle fagon de procéder est évidemment assez coliteuse puisqu’il
y a 2" interprétations différentes des » propositions atomiques d’un
raisonnement : le nombre de modegles A vérifier croit exponenticllement
avec le nombre de propositions atomiques. Il est done plus intéressant
d’utiliser une méthode indirecte, 4 savoir, une méthode qui cherche a
construire un seul modele, contre-exemple du raisonnement, qui rende les
prémisses vraies et la conclusion fausse. C'est alors Pimpossibilité d’&tablir
un tel modele qui permet de conclure que le raisonnement est valide.

1 1g caleul des prédicats est néanmoins semi-décidable, il existe une procédure qui permet
d’établir cn un nombre fini d'é¢tapes ia validité de raisonnements valides; par ailleurs, cette
procédure peut ne pas se terminer pour certains raisonnements non valides.
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C’est avec ces méthodes indirectes que "approche sémantique offre les
meilleurs résultats, qu’il s’agisse d’'une des déclinaisons de la méthode des
connexions ou des tableaux sémantiques.

La seconde approche, dite syntaxique ou axiomatique, repose sur
Putilisation de régles déductives qui permettent d*établir une preuve du
raisonnement en construisant {a suite des étapes passant progressivement
des prémisses et des éventuels axiomes a la conclusion. Le plus souvent
cette approche est assez difficile 4 mettre en ceuvre puisque, a4 chaque
étape de I'établissement d’une preuve, il faut choisir les formules et
la régle que l'on va utiliser sans avoir la garantie que Iétape réalisée
rapproche effectivement de la conclusion. Par contre, une fois la preuve
construite, elle constitue un argument trés persuasif en faveur de la
correction du raisonnement puisqu’elle montre comment on peut passer
des prémisses a la conclusion en faisant exclusivement usage de regles
admises.

Historiquement, une approche syntaxique, la méthode de la résolu-
tion, a joué un réle déterminant dans le développement de la démonstra-
tion automatique. 11 s’agit également d’'une méthode indirecte puisqu’il
s’agit de montrer que si on adjoint la négafion de la conclusion aux pré-
misses, on obtient un ensemble de propositions dont on peut dériver une
contradiction. La difficulté du choix des régles est contournée en n’utili-
sant qu'une seule régle et en réécrivant toutes les formules au moyen des
seules négation - et disjonction V. Bien entendu, une preuve réalisée par
cette méthode efficace véhicule moins I’évidence qu’une preuve faisant
droit A la spécificité de chaque connecteur.

2. La déduction naturelle

La déduction naturelle a &té développée par Gentzen en 1934
(Genizen : 1934, 1935), c’est une approche syntaxique dont le principal
intérét réside dans le fait qu’il n’y a pas d’axiome et que la puissance
déductive est entiérement issue d’un jeu de régles associées a Pintroduc-
tion et & I’élimination des connecteurs dans le cours d’une preuve. Ainst,
la contribution de chaque mot logique est isolée et les preuves obtenues
en rendent parfaitement compte, Cette méthode est dite naturelle par la
volonté affichée par Gentzen de n’introduire que des régles déductives qui
ont une contrepartie évidente dans le raisonnement en langue naturelle.
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I existe plusieurs fagons de représenter une preuve en déduction
naturelle, et je privilégie ici une représentation graphique qui illustre assez
bien les liens entre les diverses parties d’une déduction.

Une déduction naturelle est un enchainement de régles qui prennent
en enfrée les prémisses du raisonnement et qui fournissent en conclusion
une nouvelle formule qui dépend des prémisses, et qui & son tour peut
étre utilisée en entrée d’une régle. Les régles se subdivisent en régles
d’introduction et d’élimination comme on peut le voir dans le tableau
suivant.

Régles d’introduction Réples d'élimination
A B AAB
IA AN g EA

AAB A B

A

: A ADB

B D B =2
ADB

-
A>B BoA A=B A=B
228 2270 E= E=

AZB ASB B> A

A ces régles s’ajoute la régle de réflexivité qui permet de répéter une
formule soit présente parmi les prémisses soit déji démontrée :

—/TR

Les trois régles [ D, EV et I - supposent une déduction auxiliaire repré-
sentée par un encadrement partant d’une prémisse auxiliaire désignée par
une fléche et se terminant & une conclusion dépendant de la prémisse auxi-
liaire. La régle de réflexivité ne pent répéter en dehors d’'une déduction
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auxiliaire une formule y apparaissant, puisqu’une telle formule dépend de

I’assertion de la prémisse auxiliaire et n’est donc pas assurée en dehors de

la déduction auxiliaire.

La ragle de réflexivité semble assez anodine, elle permet seulement
de réutiliser dans un raisonnement un résultat antérieur, ¢l pourtant,
le fait méme d’en autoriser I'utilisation est caractéristique d'un type de
raisonnement olt prémisses et résultats intermédiaires sont lus de fagon
absolue, indépendamment du contexte que constitue I'ordre d’enchaine-
ment dans fa déduction. C’est le cas de Ia logique dite classique, mais ccla
n’est plus vrai si 'on envisage un raisonnement non monotone oo une
information nouveile vient modifier la fecture de tout ce qui précede. Pour
ce qui nous concerne ici, nous nous limiterons & la logique classique.

Le caractere naturel des régles s’apercoit aisément. Toutes les régles
relient une opération effectuée dans le métalangage et un connecteur du
langage objet, et c’est précisément ce lien qui définit le sens du connecteur.
Cette liaison est particulierement apparente quand la régle repose sur
une déduction auxiliaire, mais cela est déja vrai dans les cas plus simpies.
Ainsi dans la régle IA, ¢’est paice que 'on dispose d’une déduction
des propositions A ef B que l'on peul conclure & une déduction de la
conjonction A A B.
1A Pour pouvoir déduire la proposition A A B il faut préalablement

avoir déduit (ou introduit comme prémisse) les deux propositions A

et B,

EA 1l est toujours possible de simplifier une conjonction pour n’en
retenir qu'un des éléments.

ID Pour déduire une proposition conditionnelle A D B & partir
d'un certain nombre de prémisses, il suffit d’ajouter une prémisse
auxiliaite A et de montrer que 'on peut en dériver la conclusion
auxiliaire . On a donc moniré que si on avait A on pouvait
déduire B, et de cette démarche on conclut & la proposition A D B.

ED 1 s’agit ici de la régle de détachement bien connue : si vous avez
une déduction d’une proposition conditionnelle et que par ailleurs
vous savez que la condition est remplie, vous pouvez conclure gue la
conséquence 'est également.

Iv  Cette régle d’addition est une régle qui affaiblit une proposition
connue : si vous connaissez A, a forfiori pouvez-vous conclure que
la disjonction A V B est vraie.

EV De deux choses 'une : soit vous pouvez déduire C de A, soit vous
pouvez le déduire de B ; et donc puisque vous avez la disjonction
AV B, vous pouvez déduire C.
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I- Il s’agit du modele de la démonstration par 'absurde : si une
conftradiction suit d*une prémisse que vous avez posée, vous pouvez
déduire que cetie prémisse ne tient pas et conclure a sa négation.

E- Cette regle caractérise la logique classique : & partir de la double
négation d’une formule, il est possible de déduire la formule initiale.

I= Le biconditionnel se construit & partir des deux conditionnels
converses I'un de Pautre.
E= A partir d’'un biconditionnel, il est toujours possible de déduire un

des deux conditionnels qui le constituent.
Une preuve réalisée en déduction naturelle a avantage de pouvoir

&tre convertie en un argument en langue naturelle. Prenons 'exemple du
raisonnement partant de trois prémisses que voici :

— Soit 'aréme de café embaume I'iinmeuble, soit la porie n’est pas ouverte.
— Quand l'ardme de café embaume Pimmeuble, le facteur n’est pas pressé.
— Quand le facteur est pressé, il laisse la porte ouverte.

pour aboutir & la conclusion suivante :

— Le facteur n’est pas pressé.

Transcrit en langage formel, cela donne
— pvq
— pDO-s
— 3D ¢
Pone
— s
Une preuve en déduction naturelle de ce raisonnement peut se
construire et se représenter comme suit.

pV g
pO-s
soq
g
s
—R R
R =R 1 L1A :
R|E— P28 gAg ;
pvﬁq MehY s i

Ev

b

En langage naturel on peut alors le retranscrire comme suit :
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Soit I'ardme de café embaume 'immeuble, soit la porte n’est pas ouverie.
Quand ’ardme de café embaume immeuble, le facteur n’est pas pressé.
Quand le facteur est pressé, il laisse la porte ouverte.

De deux choses P'une :

- so0it, premitrement, 'ardme de café embaume 'immeuble :
dans ce cas, comme on sait que quand Parbme de café embaume
I'immeuble, le facteur i’est pas pressé, on peut conclure que le facteur
n'est pas pressé;

— soit, deuxiémement, la porte n’est pas ouverte :
supposons que le facteur est pressé :
comme on sait que quand il est pressé, il laisse la porte ouverte, on
devrait en conclure que la porte est ouverte, or, dans ce deuxieme
cas, la porte n’est pas ouverte, ce qui &tablit que notre supposition est
absurde et donc, on peuf conclure de ce deuxidéme cas que le facteur
n'est pas pressé;

comme on sait que I'un au moins de ces cas est réalisé, on peut conclure

que facteur n’est pas pressé.

[’avantage de la méthode de la déduction naturelle est de fournir
la preuve d’un raisonnement dans un format qui est compatible avec le
raisonnement en langue naturelle. A elte seule, cette propriété justifie déja
I'intérét de disposer d’une méthode de preuve automatique, mais comme
nous allons le voir, d’autres éléments permettent d’enrichir les critéres
d’évaluation de la méthode.

3. Déduction, évidence et signification

Le but premier d’'une méthode de preuve est de pouvoir vérifier
qu'un ensemble de prémisses entraine bien une conclusion, et de ce point
de vue, le choix de la méthode est secondaire, pourvu qu'elle donne le
résultat escompté.

Autre chose est de comparer les méthodes de preuve du point de
vue de I'évidence ou du degré de persuasion accordé aux différentes
preuves. La déduction naturelle vise a renconfrer cet aspect tout en
restant une méthode formelle? : chaque étape peut &tre justifiée dans

2 Une preuve formelle est complétement explicite, ce qui s'oppose & la conception
intuitive d’une preuve convaincante car le développement intégral de certaines étapes
évidentes nuit 2 la lisibilité et viole les principes conversationnels de la perfinence.
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la langue naturelle, I'enchainement des étapes reproduit les transitions
du raisonnement en fangue naturelle, et enfin, 'économie générale des
preuves (successions d’analyses et de synthéses) explicite une démarche
naturclle. La déduction naturelie ajoute donc, & Ia propriété commune
a toute reégle d’inférence de véhiculer la vérité des prémisses a la
congclusion, une propriété analogue qui transmet I’évidence des prémisses
a la conclusion.

Mais il existe une troisitme maniére de comparer les méthodes de
preuve qui s’appuie sur une conception élargie de la signification. Si
on réduit la signification d’un énoncé a ses conditions de vérité ou a
Iensemble de ses conséquences, rien ne distingue un théoréme ou une
vérité de logique des autres théorémes. Et pourtant, il apparait que chaque
théoreme jouit d’une signification épistémique particuliere, rendue visible
tant par sa valeur de connaissance (Gillet : 1997) que par son réle dans
I’économie générale de la théorie. Une fagon de rendre compte de cet
aspect de la signification est de considérer que la preuve d’un théoréme
exhibe une certaine structure formelie unique, différente de celle de tous
les autres théorgmes, et que cette structure n'est en rien arbitraire, mais
au contraire, refiete la relation déductive qu’entretient le théoréme avec

I'ensemble du systéme.

De ce point de vue, la déduction naturelle est particulierement
intéressante puisque toutes les preuves sont construites & partir d’un
ensemble riche de régies qui sont & la fois indépendantes les unes des
autres et qui, de plus, définissent isolément le role de chaque comnecteur
logique.

Pour illustrer I'apport de la preuve dans la signification d’un théo-
réme, comparons les deux théorémes suivants. Le premier théoréme,
p D p, principe de I'idempotence, est un théoréme présent dans tous les
systémes : il affirme simplement que si une certaine proposition est réali-
sée, alors elle Pest. Le second théorégme, p V —p, appelé principe du tiers
exclus, est lui récusé par certains, et en particulier par les intuitionnistes
qui n’acceptent pas quon puisse dire @ priori que touie proposition est
soit vraie, soit fausse. Dans un systéme déductif qui ne différencie pas les
différents connecteurs et qui introduit la proposition p V ¢ comme une
abréviation de —p D ¢, il est clair que les preuves des deux principes se-
ront identiques, & ceci prés que la seconde preuve fera appel 4 la définition
abréviative de la disjonction (qui, bien entendu, n’est pas acceptée par les ¢
intuitionnistes). Par contre les preuves des mémes principes en déduction
naturelle sont fortement contrastées, comme on peut le voir ci-dessous.
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Idempotence Tiers exclu
b 1v R
pYop  ~(pV-p) n
(pV“*p)Aﬂ(pV—'p)I
-p
— IV ——R
pVp ~(pV-p)
- (pV=p)A=(pV -p)
F24 '—1—1(1) v —11))
D — E~
pop pV-p

La simple observation de ces deux preuves permet de comprendre
pourquoi le premier principe est plus universellement admis que le se-
cond. Le second, quant & {ui, dépend de Pimbrication de deux preuves par
I’absurde (admises par les intuitionnistes) suivie d’une régle d’élimination
de la double négation (pour les intuitionnistes, la négation de la fausseté
ne suffit pas A établir la vérité).

Si aux criteres d’efficacité mis en avant par la démonstration auto-
matique, on ajoute les critéres d’évidence et de signification, on justifie
aisément l'intérét qu’il y a 4 développer des méthodes de déduction natu-
relle automatique dont le but n’est pas seulement de dire si oui ou non il
y a un lien déductif entre les prémisses et la conclusion mais également 2
expliciter ce lien?,

3 T existe un algorithme de déduction automatique d 4 Bolotov, Bocharov et Gorchakov
(1996) qui utilise une version de la déduction naturelte sensiblement différenie de celle
présentée ici : les regles d’élimination de la disjonction et d’introduction de la négation sont
traitées en restant au niveau de la phrase, sans faire appel & des déductions auxiliaires, ce
qui rend le systéme moins pertinent pour ce qui nous occupe ici.
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4. La multiplicité des déductions

Une premiére difficulté de la déduction naturelle est qu’il existe
une infinité de déductions équivalentes. 1l s’agit donc de privilégier une
direction de recherche qui donne la meilleure déduction possible. 1l
faut distinguer parmi la multiplicité des preuves possibles trois types
différents : d’abord il existe des preuves qui font des détours inutiles. Ainsi
la déduction ci-dessous est une nouvelle preuve de 'idempotence.

— P

[y®

£_15
pop

—R
B-—p31)§3

P
FETRE

1l est tout & fait possible d’éliminer ce type de déduction : il suffit
de remarquer que les détours correspondent toujours & l'utilisation dune
méme proposition & la fois comme conclusion d’une régle d’introduction
puis comme prémisse d’une régle d’élimination, On qualifie une preuve
qui ne contient pas de tels détours de normale; un algorithme évite trés
simplement la non-normalité en gardant une hiérarchie des objectifs a
construire.

Une deuxiéme raison conduisant & la multiplication des preuves est
qu’il est possible de construire une méme &tape intermédiaire A plusicurs
endroits différents comme I'afteste cet exemple.

F

; (rvs)Dg
(rvs)Dgq 7 R | R
rvs Y (rvs)yog
ED>
2
—q—,R
9] 1D
P>oq poq

La version de gauche construit la proposition g a lintérieur de
la déduction auxiliaire, alors que celle de droite le fait d’emblée. Il est
clairement préférable de privilégier [a seconde version, et donc de déduire
ce qui peut ’étre au plus haut niveau de la hiérarchie des emboitements
de déductions, sans quoi, on sera amené a devoir reconstruire plusieurs
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fois une déduction construite indiment & un niveau inférieur d’ot: ¢lle ne
peut étre exporiée,

La troisitme variété de déductions multiples a trait & la sur-
information contenue dans les prémisses qui peuvent dés lors &tre exploi-
tées diversement pour construire la conclusion,

P

rPoq

PRV R
P quqED

Ces déductions sont équivalentes et rien ne permet de choisir une
version plutdt qu’une autre, Ici, ce seront les particularités de ’algorithme
qui privilégieront telle ou telle déduction selon que P'espace de recherche
aura ét¢ exploré en parcourant telle voie d’abord. L'important n’est
pas tant d’explorer telle voie avant telle autre, mais de garantir que
Palgorithme est général et qu’il explorera le cas échéant toutes les voies,

5. L’algorithme de la déduction naturelle

Puisqu’une déduction naturelle est un enchissement hiérarchique
de déductions, Palgorithme proposé utilisera une approche récursive qui
s'appliquera de facon identique & chaque niveau. Le probléme se raméne
4 construire le lien déductif entre les lignes actives, issues des prémisses, et
la conclusion recherchée, en le décomposant en déductions intermédiaires
qui, éventuellement, se décomposeront a lear tour. Ce qui nous fera sortir
de cette récursion sera le cas simple ol la conclusion recherchée fait déja
partie des prémisses considérées et ol la régle de réflexivité s’applique.

Cette procédure s’appuie sur une pile de buts intermédiaires dont le
premier est la conclusion de la déduction et sur une liste de lignes actives
initialisée par les prémisses de la déduction.

La seule difficulté consiste & choisir sur quelle proposition, ligne
active ou but intermédiaire, travailler pour atteindre le résultat escompté.
C’est ce choix qui constitue {e coeur de I'algorithme présenté ci-dessous.
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5.1, Fonctionnement général

oui {ﬁéﬂex}vﬁé réussite !

réduction des 3
lignes :

concluslon = A ? H intro etJ
———>| conclusion =2 7 H intro SIJ
sinon -
————)! conclusion ==7 H intro ssa
—>1 une ligna = v 7 H 4lim ou ]
—>I conclysion = — 7 H inlro nouj
‘){ conclusion=v 7 H intro ouj—).< féuf?sﬂe }_,{,éusm ]

non —F

Al
nouyella conciusion

test da
bouclage

fraitement da la
rouvelle .
conclusion ¥

5

— La premiére étape consiste a vérifier si le but recherché n’est pas
déja présent parmi les lignes actives de la déduction. Si c’est le
cas, P’algorithme introduit parmi les lignes actives le but recherché,
étiqueté par la régle de réflexivité, et la phase se termine sur une
réussite.

- Sinon la deuxiéme étape consiste a opérer la réduction des lignes
actives : c¢’est une phase analytique qui essaye d’utiliser les régies
d’élimination. Cette phase, décrite plus bas, peut se terminer sur une
réussite (le but recherché est un constituant d’une ligne éliminée) et
dans ce cas ’algorithme se termine.

-— La troisigme étape introduit une hiérarchie dans ’ordre de traitement ‘
des propositions non encore utilisées : il faut d’abord traiter la conclu-
sion si c’est une conjonction, une conditionnelle ou une bicondition-
nelle; ensuite, si une ligne active est une disjonction, il faut privilégier

— — conclusion
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son élimination; enfin, on traite la conclusion si ¢’est une négation ou
une disjonction. Chacune de ces possibilités donne lieu 4 un traitement
subordonné qui peut se terminer par un échec ou une réussite et ce
résultat devient le résultat du processus courant.

— La dernitre étape consiste & introduire la double négation du but

comme nouveau but intermédiaire. Un premier test est effectué pour
vérifier qu’il n’y a pas de bouclage : on vérifie que ce nouveau but n’est
pas déja dans la pile des buts; si c’est le cas et si, depuis Pintroduction
de ce but, il n’y a pas de nouvelle ligne active différente de celles
présentes alors, on est dans un processus circulaire et on arréte sur un
constat d*échec qui se propage au processus courant,
§’il n’y a pas bouclage, on lance un nouveau processus qui hérite des
mémes lignes actives et vise a4 construire la double négation. Si le
résultat est un échec, il se propage au but courant, sinon on introduit le
but courant, étiqueté par la régle d’élimination de la négation, parmi
les lignes actives, et on termine ie processus sur une réussite.

5.2, Réduction des lignes

La réduction des lignes actives consiste & analyser les lignes actives
et & en extraire le maximum d’information. Elle est constituée de deux
phases assez différentes : la premigre concerne les lignes actives qui sont
des conjonctions, des biconditionnelles, des doubles négations, ou des
conditionnelles dont 'antécédent fait partie des lignes actives; la seconde
concerne I'élimination des autres conditionnelles.

Les différentes étapes s’articulent selon le diagramme présenté ci-
dessous.

— Tant qu’il y a une conjonction ou une biconditionnelle parmi les
lignes actives, elle est inactivée et on ajoute les deux lignes issues de
I'application des deux régles d’élimination du connecteur considéré ;
tant qu’il y a une double négation, clle est inactivée et on ajoute la
proposition issue de Iélimination de la double négation; tant qu’il y
a une conditionnelle et une proposition identique & son antécédent,
la conditionnelle est inactivée et on ajoute la conclusion de la régle
d’¢limination du si.

— Si le but recherché est présent parmi les lignes actives de la déduction,
on introduit parmi les lignes actives le but recherché, étiqueté par la
régle de réflexivité, et la réduction se termine sur une réussite.

— I’¢élimination des conditionnelles dont P'antécédent n’est pas une
ligne active ne peut se faire que par la counstruction préalable de
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Pantécédent. A priori rien ne nous garantit que cetie construction
nous rapprochera du but final, elle risque de boucler sur elle-méme;
de plus, 8’il y a plusieurs conditionnelles dans le méme cas, on risque
d’étre amené A essayer de construire un antécédent a Uintérieur de
la construction d’'un autre antécédent sans que cet emboitement soit
logiquement justifié.

Pour éviter ces deux difficultés, d'une part, on effectue un test de bou-
clage sur le nouveau but poursuivi ¢t on accepte que la construction
puisse échouer sans que cela ait de répercussion sur le processus cou-
rant, et d’autre part, on utilise un drapeau « ANT» qui indique qu’on
est dans une phase de construction d’antécédent et permet d’éviter
de se lancer dans une autre procédure de méme type avant que la
présence d’information nouvelle ne nous y invite,

Il ne faudrait pas conclure de ce qui préctéde que des constructions
d’antécédent ne peuvent pas étre emboitées. L'exemple suivant illustre
le fait que la construction de 'antécédent p A ¢ n’est réalisable que si
la construction de Pantécédent p O r est déja en cours, sans quoi la
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proposition p quiy est introduite comme prémisse auxiliaire, ne serait
pas disponible.

(prhg)Dr
(por)os
— q
R R
pp/\qq”\ (pA()DrR
. L ES
p:).r‘ID (p:)r)DsE:)
. b
qos

— Interdire ’enchissement de constructions d’antécédent est excessif, il

faut 'autoriser si une nouvelle information apparait, ce qui est le cas
dés qu’une prémisse auxiliaire est introduite.
La solution réside dans l'utilisation éclairée du drapeau « ANT» :
quand un processus parent lance un processus enfant, il lui transmet
Pétat du drapeau; quand un processus introduit une prémisse auxi-
liaire il baisse le drapeau.

— Apres avoir levé le drapeau « ANT», on lance la procédure de
construction de I'antécédent proprement dite : on introduit I'antécé-
dent sur la pile des buts intermédiaires, on vérifie qu’il n’y a pas de
boucle {comme dans le cas de U'introduction de la double négation),
puis, on lance le processus de construction proprement dit.

— Ensuite, on baisse le drapeau « ANT », et si la construction a échoué
on quitte la réduction, sinon on la poursuit en tenant compte de
I’antécédent construit que ’on place dans ia liste des lignes actives.

5.3. Introduction d’une conjonction

11 s’agit & partir des mémes lignes actives de lancer deux processus,
I'un prenant comme but intermédiaire le premicr constituant de la
conjonction et I'autre le second. Si un de ces processus échoue, le
processus courant échoue également. Si tous les deux réussissent, on
réactive les lignes initialement actives, on ajoute, a ['état inaclif, les
lignes introduites par les deux processus ainsi que la ligne constituée
par la conjonction recherchée étiquetée par la régle d’introduction de ia
conjonction, et le processus courant se termine sur une réussite.
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5.4, Infroduction d’une conditionnelle

On ajoute a la liste des lignes actives ’'antécédent de la conditionnelle
a titre de prémisse auxiliaire, puis on lance un processus visant a construire
le conséquent de la conditionnelle. Si le processus échoue, le processus
courant échoue également. Sinon on réactive les lignes initialement
actives, on désactive les lignes introduites a partir de la prémisse auxiliaire
et on ajoute la ligne constituée par le but visé étiquetée par Ia régle
d’introduction de la conditionnelle; le processus courant se termine sur
une réussite.

5.5, Infroduction d’une biconditionnelle

Tl s’agit d’une procédure similaire 3 Pintroduction de la conjonction
a ceci prés que les deux buts intermédiaires sont ici des conditionnelles
et que la régle d’introduction étiquetant la derniere ligne est la régle
d’introduction de la biconditionnelle.

5.6. Elimination d’une disjonction

Bien qu’il ne s’agisse pas ici d’une régle analytique respectant la
propriété de la sous-formule, a savoir que sa conclusion n’est pas contenue
dans ses prémisses et donc qu’elle pourrait étre quelconque et ouvrir
un espace de recherche potentiellement infini, cela ne pose pas de
probleme dans le cadre de notre algorithme puisque Pélimination d’une
ligne contenant une disjonction se fait toujours dans ia perspective de
la construction d’un but donné, et c’est bien entendu ce but qui sert de
conclusion a la régle d’élimination.

Comme le laisse deviner la formulation de la régle d’élimination
de la disjonction, la procédure est une combinaison des procédures '
d’introduction de la conjonction et de la conditionnelle. On va opérer
deux processus poursuivant le méme but que le processus courant et :
prenant comme prémisse auxiliaire, 'un le premier constituant de la
disjonction et 'autre le second. Si un de ces processus échoue, le processus
courant échoue également, Si tous les deux réussissent, on réactive les
lignes initialement actives, on ajoute, a I’état inactif, les lignes introduites |
par les deux processus & partir de leur prémisse auxiliaire ainsi que la ligne |
constituée par le but recherché étiquetée par la régle d’élimination de la i
disjonction, et le processus courant se termine sur une réussite. |
|
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5.7. Introduction d’une négation

Lintroduciion de la négafion est la partie difficile de la déduction
naturelle, En eflet, ici, on a réellement & construire une conclusion
intermédiaire dont on ne sait rien sinon que c’est une contradiction, Mais
il y a une infinité de contradictions et il est impératif de limiter ’espace de
recherche sans &tre arbitraire sans quoi il n’y aura jamais, le cas échéant,
de constat d’échec et I'algorithme ne se terminera pas, alors qu’on sait que
le calcul des propositions est décidable, A la différence du cas précédent,
la difficulté liée a I'absence de la propriété de la sous-formule ne peut
pas étre esquivée en sélectionnant une seule conclusion intermédiaire.
Aussi est-on amené a définir un nombre fini de possibilités et a les
essayer successivemnent jusqu’d un constat de réussite ou d’échec. Ces
essais successifs introduisent la notion de retour en arriére et la nécessité
de mnémoriser la liste des contradictions possibles.

Afin d’exploiter au maximum les informations disponibles au mo-
ment ol I'on fixe la liste des contradictions possibles, on repousse ce choix,
que P'on ne fait qu’aprés avoir introduit la prémisse auxiliaire et Pavoir
utilisée dans une phase de réduction des lignes.

Introduction da fa
prémisse auxitiaire

tost de
bouclage
conlradiction

)

réduction des

fixer la conclusion

lignes

traitemenide la
nouvells
conclusion

construction tiste
des possibilités

lfidala liste des
possibilités oui rdussite

non

il resle une
possibilité

oui | —
Suppression de la
possibilité testée

nen
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Le diagramme ci-dessus explicite la procédure.

— Aprés avair introduit parmi les lignes actives une nouvelle prémisse
auxiliaire constituée par le constituant nié du but courant, on fait
un premier test : il s’agit de vérifier que I'on n’est pas en train de
boucler dans un emboitement indéfini de recherche de contradictions,
ou moins grave, que l'on n’est pas en train de faire le détour
consistant A construire une contradiction non-pertinente dépendant
d’une contradiction qui aurait dfi &tre sélectionnée prioritairement.
L’exemple de gauche illustre le détour issu du choix inadéquat d’une
contradiction corrigé dans la version de droite.

Ce test de bouclage est similaire & celui rencontré plus haut : on vérifie
qu'il n'y a pas déja une contradiction dans la pile des buts, Si c’est le
cas et si depuis I'introduction de ce but, il n’y a pas de nouvelle ligne
active différente de celles présentes alors, on est dans un processus
circulaire et on arréte sur un constat d’échec.

— On procede ensuite & une réduction des lignes, en suivant la procédure
déerite plus haut,

— La construction de la liste des contradictions & essayer revient &
faire la liste des propositions qui apparaissent soit positivement, soit
négativement dans les contradictions : cette liste de propositions est
calquée sur la liste des lignes actives. Un tel choix garantit qu’au moins
toutes les contradictions pertinentes seront essayées, puisque toutes
les phrases qui jouent un réle dans I'état courant de la déduction sont
sélectionnées. Et d’autre part, ce choix nous garantit qu'une des deux
parties de la construction de la contradiction (qui est unc conjonction)
sera obtenue par réflexivité,

Dans Pexemple précédent, cette liste de propositions est la suivante :
p,r,p,g. 11 est impossible de réduire cette liste au moyen de
considérations purement internes i la déduction naturelie, mais par
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contre il est possible de la trier de maniére 4 essayer les possibilités les
plus prometteuses d’abord.

— Le tri de la liste des possibilités consiste simplement privilégier une
proposition dont la négation est déja dans la liste, et ensuite a privilé-
gier les propositions négatives. Le premier critere est évident, puisqu’il
conduit a construire des contradictions dont les deux constituants sont
déja présents. Le second critére est moins efficace, il repose sur le fait
que la liste des possibilités ne contient que des lignes actives, et donc
des lignes déja réduites ! elle ne peut donc contenir que des proposi-
tions conditionnelles, des propositions négatives ou des propositions
atomiques. Le seule raison pour privilégier les propositions négatives,
qui sont les seules propositions moléculaires irréductibles, est qu’en
procédant ainsi, dans une étape ultérieure, on sera amené & construire
leur constituant non nié, et donc & exploiter la structure qu'il rectle.

— §'’il ne reste pas de possibilit¢ inexplorée, le processus se termine sur
un échec.

— Sinon, on choisit fa premigre possibilité inexplorée, on construit, a
partir d’elle, la contradiction qui sert de but intermédiaire et on lance
le processus de construction du nouveau but.

— Si le processus réussit, on réactive les lignes initialement actives, on
désactive les lignes introduites & partir de la prémisse auxiliaire et on
ajoute la ligne constituée par la contradiction étiquetée par la regle
d’introduction de la négation; le processus courant se termine sur une
réussite,

— Si le processus échoue, on remet les lignes actives dans Pétat qui
précédait le processus de construction de la contradiction, on la
supprime de la liste des possibilités, et on retourne i 'étape qui teste
la liste.

5.8, Infroduction d’une disjonction

L'introduction d’une disjonction est une opération qui peut se réaliser
de trois manieres différentes : la premiére consiste a construire le
premier constituant, puis a introduire le second par la premiére regle
d’introduction de la disjonction, la seconde fait de méme avec le second
consiituant, et {a troisigéme est une méthode indirecte. Cette derniére,
illustrée par la preuve du tiers-exclus, s’impose quand on ne peut pas
savoir a priori lequel des deux constituants est vrai; il s’agit alors de les
traiter solidairement dans une preuve par "absurde.
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Notre algorithme implémente cette derniére voie en iestant, aprés
Pexploration des deux premiéres voies, qui constitue la procédure d’in-
troduction de la disjonction proprement dite, la réussite ou I’échec du
processus. En cas d’échec, celui-ci ne se propage pas au processus courant,
mais la troisizgme voie est testée dans la derniére phase de ’algorithme,

L’introduction d’une disjonction proprement dite consiste 2 intro-
duire comme but intermédiaire le premier constituant de la disjonction et
a lancer le processus de construction, Si le processus échoue, on revient
A Péiat antérieur des lignes actives, et on relance le processus avec le
deuxigme constituant. Si celui-ci échoue &galement, on revient a Pétat
antérieur des lignes actives et on continue le processus pour le but courant.

Si un des deux processus réussit, on réactive les lignes initialement
actives, on désactive les lignes introduites par le processus ainsi que
la ligne constituée par la disjonction recherchée étiquetée par la régle
d’introduction de la disjonction, et le processus courant se termine sur une
réussite.

Ceci conclut la présentation de 'algorithme de déduction naturelle,

6. Conclusions

Disposer d’un algorithme automatique de déduction naturelle est,
bien évidemment, une chose intéressante. Le principal intérét d'un tel
outil est la construction aisée de n’importe quelle déduction, ce qui est
sa raison d’&tre et sa destination premigre. Mais au-dela de cet aspect, il
convient de remarquer que si la déduction naturelle est particuli¢rement
importante par son apport & la théorie de la signification, ol elle
permet une meilleure compréhension des différents connecteurs logiques,
un apport du méme ordre est réalisé par Uexistence d’un algorithme |
de déduction naturelle. En effet, & une élucidation des connecteurs :
par les régles de déduction naturelle, vient s’ajouter une plus grande -
mise en lumiére de Pinteraction dynamique des différentes régles, que
Palgorithme spécifie en fixant a la fois les priorités hiérarchiques dans
Pordre d’utilisation des reégles et les étapes nécessitant des retours en
arriere. L'algorithme nous donne une connaissance plus profonde des
déductions, qui repose non seulement sur les preuves écrites telles qu’elles
apparaissent statiquement a posteriori mais également sur la dynamique
de recherche qui a présidé  leur élaboration. i
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Une utilisation particulierement intéressante de cet algorithme est
I’enseignement des méthodes de preuve ot la connaissance des régles
est insuffisante et ol 'expertise basée sur P'expérience et sur le flair se
transmet difficilement. L'algorithme peut servir tant implicitement pour
structurer Penseignement de linteraction des régles qu’explicitement
comme méthode A suivre pour découvrir infailliblement les déductions.
Personnellement, il me semble préférable de ne pas proposer immédiate-
ment I'algorithme comme méthode & suivre, car P'intérét de la déduction
naturelle réside plus dans la compréhension des mécanismes de la signi-
fication et du raisonnement que dans la réalisation d’'une performance
technique.

Enfin, de la conception d'un algorithme & son implémentation infor-
matique, il n’y a qu’un pas. Je tiens & la disposition de toute personne
intéressée une version de Palgorithime que j’ai réalisée pour 'environne-
ment Openstep.

Bibliographie

BoroTov (A.), BocHAROV (V.) and GORCHAKOV (A.): 1996, « A proof search
alporithm for natural deduction classical propositional caleulus», Logical
Investigation, (Russian Academy of Sciences, Moscow).

GeNTZEN (G.) : 1934, 1935, « Untersuchungen iiber das logische Schliessen»,
Mathemaiische Zeitschrift, 39, p. 176-210; 40, p. 405-431, (Traduction fran-
caise et commentaires par E Feys et J. Ladriére, Recherches sur la déduction
logique, Paris, PUF, 1955).

GiLLET (E.) : 1997, «Belief; a doxastic relation to deduction», The Role of
Pragmatics in Contemiporary Philosophy, in P. Weingartner, G. Schurz,
and G, Dorn {editors), Proccedings of the 20th International Witigenstein
Symposium, The Austrian Ludwig Wittgenstein Society {Kirchberg am
Wechsel), vol. 1, p. 286-293.

RoBmisoN {J. A} : 1965, « A machine-oriented logic based on the resolution
principle », Jour. Assoc. for Comput. Mach., p. 23-41.

Extrait de la Revue Informatique et Statistique dans les Sciences humaines
XXX, 1 a4, 1997. C.I.P.L. - Université de Liege - Tous droits réservés.





